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 Trong bài báo này, chúng tôi xem xét bài toán lập lịch flow shop m máy 
(Fm||∑Tj) để tối thiểu hóa tổng thời gian trễ. Các phép toán lận cận 
(neighborhood operators) và thuật toán Maheuristic được đề xuất cho bài 
toán này. Các thuật toán Matheuristic là các thuật toán gần đúng, là kỹ thuật 
được thực hiện bằng cách “nhúng” các quy hoạch toán học vào trong các 
thuật toán metaheuristic. Các kết quả tính toán chỉ ra rằng thuật toán 
Matheuristic thực hiện tốt hơn thuật toán di truyền (Genetic alogorithm-
GA). Trong tương lai, chúng tôi sẽ đánh giá thuật toán Matheuristic với các 
thuật toán khác trên cùng bài toán; nghiên cứu và ứng dụng thuật toán 
Matheuristic này cho các bài toán lập lịch khác. 
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1. Mở đầu 

Trong bài báo này chúng tôi xem xét bài toán 
lập lịch flow shop cho m máy (machine) để tối 
thiểu hóa tổng thời gian trễ. Bài toán được xem xét 
gồm một tập 𝐽  = {1,2,…,n} của n công việc (job) 
được xử lý trên một tập M = (M1, M2,…, Mm) của m 
máy (machine) và có đặc trưng như sau: 

- Mỗi công việc j được xử lý trên máy thứ nhất, 
máy 2, máy 3,... Mỗi công việc chỉ được bắt đầu 
trên máy thứ Mi+1 nếu nó được hoàn thành trên 
máy thứ Mi và máy thứ Mi+1 rỗi.  

- Trình tự xử lý các công việc trên các máy M1, 
M2,…, Mm là như nhau. Nghĩa là, nếu công việc thứ 
i được xử lý trên máy M1 thì nó cũng có thứ tự xử 
lý thứ i trên máy M2,…, Mm.  

Chúng tôi ký hiệu pi,j là thời gian xử lý công 
việc thứ Jj trên máy Mi và dj là thời gian đến hạn 
của công việc thứ Jj; Cj được là thời gian hoàn 
thành công việc thứ Jj; Tj là thời gian trễ của công 
việc Jj và được xác định Tj = max(0, Cj-dj) với j, 1 
j  n. 

Bài toán này được ký hiệu là Fm||∑Tj, trong đó  
∑ 𝑇𝑗 = ∑ 𝑇𝑗

𝑛
𝑗=1 , và thuộc lớp bài toán NP-hard và 

là một trong những bài toán tối ưu tổ hợp rất khó 
(Du and Leung, 1990; Lenstra et al., 1977). Mục 
tiêu của của bài toán cần được tối thiểu hóa tổng 
thời gian trễ ∑Tj hay Minimize (∑Tj). 

Bài toán này đã có một số nhà khoa học đề 
xuất các phương pháp giải quyết với các tiêu 
chuẩn khác nhau như: Cmax (makespan), ∑Cj, ∑
Tj,… Một số trong các phương pháp đã giải quyết 
cho trường hợp đặc biệt với số lượng máy 
(machine) bằng 2. Trong trường hợp này, một vài 
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phương pháp chính xác (exact method) được đưa 
ra như: thuật toán nhánh cận (Kim, 1993a; Pan 
and Fan, 1997; Sen et al., 1989). 

Trong (Pan et al., 2002), số lượng công việc 
đạt đến n = 24 và cho kết quả tối ưu. Một vài thuật 
toán gần đúng (heuristic algorithm) được đề xuất 
như: thuật toán tham lam (greedy algorithm) sử 
dụng các luật ưu tiên, thuật toán NEH (Nawaz et 
al., 1983a) hay phương pháp dịch chuyển điểm 
nghẽn (Koulamas, 1998) (shifting bottleneck 
procedure). Một vài phương pháp metaheuristic 
cũng đã được đề xuất như: thuật toán mô phỏng 
luyện kim (simulated annealing) (Osman and 
Laporte, 1996), thuật toán tìm kiếm Tabu (Tabu 
search algorithms) (Grabowski and Wodecki, 
2004; Kim, 1993b; Nowicki and Smutnicki, 1996), 
thuật toán di truyền (genetic algorithms) 
(Onwubolu and Mutingi, 1999), thuật toán tối ưu 
bầy đàn (particle swarm optimization) (Liao et al., 
2007; Tasgetiren et al., 2007), v.v.. 

Đối với bài toán lập lịch flow shop m máy,  
Onwubolu and Mutingi đã đề xuất trong 
(Onwubolu and Mutingi, 1999) một thuật toán di 
truyền để tính tổng thời gian trễ cho số lượng các 
công việc trễ. Trong một nghiên cứu khác của 
Vallada et al (Vallada et al., 2008), một vài thuật 
toán đã được cài đặt và so sánh để thực hiện cho 
bài toán flow shop với các tiêu chuẩn khác nhau. 

Vài năm trở lại đây, một phương pháp gần 
đúng mới được đưa ra để giải quyết cho các bài 
toán tổ hợp tối ưu. Phương pháp này gồm các 
phương pháp chính xác được cài đặt “nhúng” bên 
trong các phương pháp gần đúng, nó đã cài đặt và 
nhận được nhiều các kết quả thú vị cho các bài 
toán khó (Maniezzo et al., 2010; Talbi, 2013). Các 
phương pháp này được gọi là Matheuristic. Trong 

(Della Croce et al., 2011), tác giả đã đề xuất một 
phương pháp matheuristic cho bài toán flow shop 
để tối thiểu hóa tổng thời gian hoàn thành của các 
công việc. (Ta, 2017; Ta et al., 2015, 2013), các tác 
giả đưa ra một phương pháp matheuristic cho bài 
toán lập lịch flowshop. (Pessan et al., 2008) đề 
xuất thuật toán nhánh cận và thuật toán di truyền 
để giải quyết cho bài toán lập lịch với các máy song 
song. 

Trong bài báo này, chúng tôi đề xuất thuật 
toán Matheuristic được khởi tạo bởi thuật toán 
tham lam. Thuật toán này được chạy thử nghiệm 
với bộ dữ liệu gồm 108 mẫu được đưa ra bởi 
(Vallada et al., 2008). Các kết quả này được so 
sánh với thuật toán di truyền (Genetic algorithm).  

Các phần tiếp theo của bài báo này được tổ 
chức như sau: Phần 2,  miêu tả các phép toán lân 
cận (neighborhood operator). Ở phần 3, đưa ra mô 
hình quy hoạch tuyến tính hỗn hợp và thuật toán 
Matheuristic. Trong phần 4, trình bày các kết quả 
và thảo luận. Các kết luận và một vài hướng nghiên 
cứu trong tương lai được đề xuất ở phần 5. 

2. Các phép toán lận cận (Neighborhood 
operators) 

Trong phần này các phép toán lân cận được 
được miêu tả và sử dụng: phép toán hoán vị 2 công 
việc - SWAP, chèn trước - EBSR (Extraction and 
Backward Shifted Re-insertion) và chèn sau - EFSR 
(Extraction and Forward Shifted Re-insertion) 
(Della Croce et al., 2004). 

S được ký hiệu là chuỗi hiện tại. Các phép toán 
lân cận được được ứng dụng cho chuỗi S = S1/ S[i]/ 
S2/ S[j]/ S3, trong đó S1, S2 và S3 là 3 chuỗi con của S, 
S[i] và S[j] là các công việc tại vị trí i và vị trí j trong 
S (i≠j) và được thực hiện (Hình 2) như sau: 

Hình 1. Sơ đồ Grand của bài toán Flow shop. 

J1 J2 Jn 

J1 J2 Jn 

M1 

M2 

Jj 

Jj 

Thời gian đến hạn của công việc thứ Jj là dj 

Thời gian hoàn thành công việc thứ Jj là Cj 
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SWAP: Một lân cận của S được tạo ra bằng 
cách hoán vị 2 vị trí của công việc ở vị trí i và vị trí 
j, kết quả được chuỗi S’ = S1/ S[j]/ S2/ S[i]/ S3. 

EBSR: Một lân cận của S được tạo ra bằng 
cách lấy công việc ở vị trí S[j] và chèn vào ngay 
trước công việc ở vị trí S[i], kết quả được chuỗi S’ = 
S1/ S[j] / S[i]/ S2/ S3. 

EFSR: Một lân cận của S được tạo ra bằng cách 
lấy công việc ở vị trí S[i] và chèn vào ngay sau công 
việc ở vị trí S[j], kết quả được chuỗi S’ = S1/ S2/ S[j] / 
S[i]/ S3. 

3. Mô hình quy hoạch tuyến tính hỗn hợp và 
thuật toán Matheuristic 

Trong phần này chúng tôi đề xuất mô hình 
toán học quy hoạch tuyến tính hỗn hợp và thuật 
toán Matheuristic cho bài toán. 

3.1. Mô hình quy hoạch tuyến tính hỗn hợp - 
MILP (Mixed Integer Linear Programming)  

Mô MILP cho bài toán dựa vào vị trí của các 
biến. Biến nhị phân xj,k bằng 1 nếu công việc Jj ở vị 
trí k bên trong chuỗi và ngược lại thì bằng 0, ∀𝑗 ∈
{1, . . , 𝑛}, ∀𝑘 ∈ {1, . . , 𝑛}. Biến liên tục (continuous 
variable) Ci,k ≥0 là thời gian hoàn thành của công 
việc ở vị trí k trên máy Mi, ∀𝑖 ∈ {1, . . , 𝑚} , ∀𝑘 ∈
{1, . . , 𝑛} và Tk ≥ 0 là thời gian trễ của công việc ở 
vị trí k, ∀𝑘 ∈ {1, . . , 𝑛}. 

Mô hình MILP như sau: 

𝑀𝑖𝑛𝑚𝑖𝑧𝑒 ∑ 𝑇𝑘

𝑛

𝑘=1

                                              (1) 

𝑠𝑢𝑏𝑗𝑒𝑐𝑡 𝑡𝑜 ∑ 𝑥𝑗,𝑘 = 1

𝑛

𝑘=1

,    ∀𝑗 ∈  {1, … , 𝑛}       (2) 

∑ 𝑥𝑗,𝑘 = 1,

𝑛

𝑗=1

     ∀𝑘 ∈  {1, … , 𝑛}                       (3)

 S 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

S1 S[i] S2 S[j] S3 

 S’ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

S1 S[i] S2 S[j] S3 

SWAP 

 S 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

S1 S[i] S2 S[j] S3 

 S’ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

S1 S[i] S2 S[j] S3 

EBSR 

 S 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

S1 S[i] S2 S[j] S3 

 S’ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

S1 S[i] S2 S[j] S3 

EFSR 

Hình 2. Mô tả các phép toán SWAP, EBSR, EFSR 
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𝐶1,1 =  ∑ 𝑝1,𝑗𝑥𝑗,1

𝑛

𝑗=1

                                        (4) 

𝐶1,𝑘 =  𝐶1,𝑘−1 + ∑ 𝑝1,𝑗𝑥𝑗,𝑘

𝑛

𝑗=1

,     ∀𝑘 ∈  {2, … , 𝑛}     (5) 

𝐶𝑖,1 =  𝐶𝑖−1,1 + ∑ 𝑝𝑖,𝑗𝑥𝑗,1

𝑛

𝑗=1

,     ∀𝑖 ∈  {2, … , 𝑚}       (6) 

𝐶𝑖,𝑘 ≥  𝐶𝑖−1,𝑘 + ∑ 𝑝𝑖,𝑗𝑥𝑗,𝑘

𝑛

𝑗=1

,     ∀𝑖 ∈  {2, … , 𝑚}       (7) 

∀𝑘 ∈  {1, … , 𝑛} 

𝐶𝑖,𝑘 ≥  𝐶𝑖,𝑘−1 + ∑ 𝑝𝑖,𝑗𝑥𝑗,𝑘

𝑛

𝑗=1

,     ∀𝑖 ∈  {2, … , 𝑚}       (8) 

∀𝑘 ∈  {1, … , 𝑛} 

𝑇𝑘 ≥  𝐶𝑚,𝑘 − ∑ 𝑑𝑗𝑥𝑗,𝑘

𝑛

𝑗=1

,     ∀𝑘 ∈  {1, … , 𝑚}           (9) 

Ràng buộc (2) và (3) đảm bảo rằng chắc chắn 
chỉ có một công việc ở một vị trí và mỗi vị trí chỉ có 
một công việc. Các ràng buộc (4) và (6) tính toán 
thời gian hoàn thành trên máy thứ nhất M1. Các 
ràng buộc (5), (7) và (8) xác định thời gian hoàn 
thành trên máy Mi. Ràng buộc (9) xác định tổng 
thời gian trễ. 

3.2. Thuật toán Matheuristic - MHV1 

Trong phần này, chúng tôi đề xuất thuật toán 
Matheuristic thực hiện bằng cách gọi lặp lại mô 
hình MILP được miêu tả trong phần 3.1 để tính 
toán và thực hiện với các bài toán con (chuỗi con 
của S) và cho các kết quả chính xác. 

Các kí hiệu và hoạt động của thuật toán 
Matheuristic - MHV1: 

Cho chuỗi S = AXB, một chỉ số (index) R và cỡ 
một “cửa sổ” được kí hiệu bởi H. Trong phương 
pháp này, A là tập các công việc từ vị trí 1 đến vị trí 
thứ R-1;  B là các công việc từ vị trí R+H đến vị trí 
cuối cùng của S; các công việc từ vị trí R đến vị trí 
R+H-1 được ký hiệu bởi X. Đầu tiên, các phép toán 
SWAP, EBSR, và EFSR (Miêu tả trong phần 2) được 
áp dụng đối với chuỗi A và kết quả đạt được là 
chuỗi A’. Tiếp theo, chuỗi X được tối ưu bởi MILP 
và cho kết quả là chuỗi X’. Cuối cùng, các phương 
pháp SWAP, EBSR, và EFSR được áp dụng đối với 
chuỗi B và được kết quả là chuỗi B’. Chuỗi S’=A’X’B’ 
là một chuỗi mới, với hy vọng chuỗi S’ sẽ tốt hơn S  
hay ∑ 𝑇𝑗(𝑆′)  <  ∑ 𝑇𝑗(𝑆) và chuỗi S được thay thế 

chuỗi S. Công việc này được lặp lại với các giá trị 
khác nhau của R cho tới R = n-H. Quá trình được 
thực hiện cho đến khi “tiêu chuẩn dừng” đạt được. 
Chúng tôi dùng tiêu chuẩn dừng là thời gian giới 
hạn và được kí hiệu là TimeLimitMH. Chi tiết thực 
hiện của thuật toán được đưa ra trong Hình 3 và 
Thuật toán 1. 

 

 

 

R R+H 

H 

Hình 3. Minh họa thuật toán Matheuristic cho chuỗi “AXB” 

 

S A X B 

A’ X B 

A’ X’ B 

A’ X’ B’ 

SWAP, EBSR, EFSR 

Tối ưu bởi MILP 

SWAP, EBSR, EFSR 
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Hàm mục tiêu để tìm chuỗi con tốt nhất A’ 
là tổ hợp tuyến tính của tổng thời gian trễ của 
các công việc của chuỗi A’ và makespan hay Cmax 
của A’ (khoảng thời gian hoàn thành kể từ khi 
bắt đầu xử lý các công việc cho tới khi hoàn thành 
việc xử lý tất cả các công việc được gọi là 
makespan của bài toán và được ký hiệu là Cmax). 
Hàm mục tiêu này là: 

 

𝑍𝐴 =  𝛼 (∑ 𝑇𝑖

𝑅−1

𝑖=1

) +  (1 − 𝛼)𝐶𝑚,𝑅−1 

Trong đó, Cm,R-1 là thời gian hoàn thành trên 
máy Mm của các công việc ở vị trí R-1 (công việc 
ở vị trí cuối cùng của X’). 

Tương tự, hàm mục tiêu để tìm chuỗi con 
tốt nhất có thể cũng là tổ hợp tuyến tính của các 
công việc của X’ và makespan hay Cmax của X’. 
Hàm mục tiêu có được như sau: 

𝑍𝑋 =  𝛼 ( ∑ 𝑇𝑘

𝑅+𝐻−1

𝑘=𝑅

) +  (1 − 𝛼)𝐶𝑚,𝑅+𝐻−1 

Trong đó, Cm,R+H-1 là thời gian hoàn thành 
trên máy Mm của các công việc ở vị trí R+H-1 
(công việc ở vị trí cuối cùng của X’). 

Đầu tiên, tổng thời gian trễ của A’ và thời 
gian hoàn thành công việc cuối cùng của chuỗi 
A’ trên mỗi máy được tính toán và ký hiệu là CAi, 
các ràng buộc với CAi được miêu tả như sau: 

𝐶1,𝑅 =  𝐶𝐴1 + ∑ 𝑝1,𝑗𝑥𝑗,𝑅

𝑛

𝑗=1

 

𝐶𝑖,𝑅 ≥  𝐶𝐴𝑖 + ∑ 𝑝𝑖,𝑗𝑥𝑗,𝑅

𝑛

𝑗=1

,     ∀𝑖 ∈  {2, … , 𝑚} 

Với Ci,R là thời gian hoàn thành trên máy Mi 
của công việc ở vị trí R của chuỗi S.  

Tiếp theo, tối ưu chuỗi X bởi MILP và đạt 
được chuỗi X’. Thời gian hoàn thành của công 
việc cuối cùng của chuỗi X’ trên mỗi máy được 
kí hiệu là CXi. Sau đó chuỗi B được sắp xếp sau 
chuỗi X. Cuối cùng, giá trị của S’ được tính như 
sau:  

∑ 𝑇𝑗(𝑆′) =  ∑ 𝑇𝑗(𝐴) + ∑ 𝑇𝑗(𝑋∗) + ∑ 𝑇𝑗(𝐵)  

Trong Thuật toán 1 và Thuật toán 2, S[k] là 
công việc ở vị trí k trong chuỗi S. Đối với Thuật 
toán 1, nếu ở lần thực hiện của thuật toán cho 
các công việc ở vị trí trong đoạn [R, R+H-1] mà 
tổng thời gian trễ tại lần thực hiện này nhỏ hơn 
lần thực hiện trước đó (∑ 𝑇𝑗(𝑆′)  <  ∑ 𝑇𝑗(𝑆)) thì 

vị trí của các công việc được xem xét trong lần 
lặp tiếp theo là [R+H, R+2H-1] và R+2H-1≤n. 
Ngược lại, các vị trí cho lần lặp tiếp theo trong 
đoạn [R+1, R+H]. 

Trong Thuật toán 2, một cặp công việc được 
hoán vị nếu sự khác nhau giữa hai vị trí của các 
công việc không vượt quá n/2. Nếu một hoán vị 
được thực hiện mà cho kết quả tốt hơn thì chuỗi 
hiện tại được cập nhật luôn và sử dụng cho lần 
hoán vị tiếp hoán vị tiếp theo.  

Ở Thuật toán 1, chúng ta có thể sử dụng một 
thuật toán bất kì cho chuỗi khởi tạo (S = initial 
solution). Các Thuật toán 3 - EDD 
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(Earliest Due Date), Thuật toán 4 - NEH (Nawaz 
Enscore Ham) (Nawaz et al., 1983b) đã được 
chúng tôi sử dụng để thử nghiệm cho bài toán 
trường hợp này. 

4. Kết quả và thảo luận 

Chúng tôi đã thử nghiệm thuật toán này trên 
máy tính PC Intel coreTM i5 CPU 2.4GHz. Tập dữ 
liệu để kiểm tra thực nghiệm được tạo ra bởi 
(Vallada et al., 2008) đã được sử dụng để đánh giá. 
9 bộ dữ liệu sử dụng giá trị của m và n với 𝑚 ∈
{10, 30, 50} và 𝑛 ∈ {50, 150, 250, 350} . 

Các thuật toán Matheuristic, GA được thử 
nghiệm với giải pháp khởi tạo (initial solution) là 
EDD và NEH. Từ các thử nghiệm chỉ ra rằng kết 
quả tốt nhất đạt được với phương pháp khởi tạo 
EDD.  

Thời gian giới hạn của thuật toán được đặt cố 
định là TimeLimMH = (200 + n + m) giây. Cỡ của 
“cửa sổ” H = 7, hệ số ∝ = 0.5.  

Trong Bảng 1, trên mỗi dòng là kết quả của 9 
tệp dữ liệu và các số in đậm tương ứng với kết quả 
tốt nhất của dòng đó. Ở bảng này, cột ‘Best’ của 
MHV1 chỉ ra số lần thuật toán MHV1 thực hiện tốt 
hơn thuật toán GA. Cột ‘∆ MH’ chỉ ra trung bình 
chênh lệch giữa MHV1 và GA: 

∆𝑀𝐻 =  
𝑀𝐻𝑉1 − 𝐺𝐴

𝑀𝐻𝑉1
 

Tương tự, cột ‘Best’ của GA chỉ ra số lần thuật 
toán GA  thực hiện tốt hơn thuật toán MHV1. Cột 
‘∆𝐺𝐴’ chỉ ra trung bình chênh lệch giữa GA và MHV1: 

∆𝐺𝐴 =  
𝐺𝐴 −  𝑀𝐻𝑉1

𝐺𝐴
 

Từ kết quả của Bảng 1 chỉ ra rằng thuật toán 
Matheuristic thực hiện tốt hơn thuật toán di 
truyền GA trong hầu hết các trường hợp. Tuy 
nhiên, thuật toán GA thực hiện tốt hơn 
Matheuristic trong trường hợp (n x m) = (350 x 
50), và với n = 150 công việc, m = 50 máy thì cả 2 
thuật toán cho kết quả như nhau.  

5. Kết luận 

Trong bài báo này, chúng tôi xem xét bài toán 
flow shop m máy với mục đích là tối thiểu hóa tổng 
thời gian trễ. Các phép toán lận cận 

Bảng 1. So sánh giữ thuật toán Matheuristic và GA 
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(neighborhood operators), thuật toán Maheuristic 
được đề xuất cho bài toán này và so sánh với thuật 
toán di truyền GA. Các kết quả tính toán chỉ ra rằng 
thuật toán Matheuristic thực hiện tốt hơn thuật 
toán GA trong hầu hết các trường hợp, ngoại trừ 
trường hợp n = 350 công việc và m = 50 máy.  

Một vài hướng nghiên cứu có thể được xem 
xét trong tương lai. Đầu tiên, so sánh thuật toán 
Matheuristic với các thuật metaheuristic khác 
như: thuật toán tìm kiếm Tabu - TS, thuật toán tối 
ưu bầy đàn - PSO, thuật toán mô phỏng luyện kim 
- SA; thuật toán MHV1 cũng sẽ được so sánh với các 
thuật toán Matheuristic khác. Tiếp theo, thuật toán 
Matheuristic được đề xuất ở đây có thể áp dụng 
cho bài toán điều phối xe - VRP (Vehicle Routing 
Problem) (Lenstra and Rinnooy Kan, 1981; Ta et 
al., 2014). 
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ABSTRACT 

Study of Matheuristic algorithm for minimizing total tardiness in the 
m-machine flow-shop scheduling problem 

Chieu Quang Ta 

Faculty of Information Technology, Hanoi University of Mining and Geology, Vietnam 

In this paper, we consider m-machine permutation flow shop problem with total tardiness 
minimization. We propose neighbor operators and matheuristic algorithm. Mathueristic are an 
hybridization of a local search and an exact resolution method. The matheuristic is compared to a genetic 
algorithm. Computational experiments are performed on benchmark instances and the results show the 
good performances of the matheuristic algorithm. Finally, some future research directions are proposed.  

Keywords: Matheuristic, total tardiness, flow shop, Genetic. 




